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3ο Επαναληπτικό διαγώνισμα στα Μαθηματικά κατεύθυνσης

της Γ΄ Λυκείου 2017-18

Θέμα A
Α1. Έστω f μια συνεχής συνάρτηση σ’ ένα διάστημα  α,β . Αν G είναι μια παράγουσα της  f  στο  α,β ,

να αποδείξετε ότι:      
β

α
f t dt G β G α  .

μονάδες 7
Α2. Πότε μια συνάρτηση λέγεται 1-1;

μονάδες 4
Α3. Πότε μια συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα  α,β του πεδίου ορισμού της;

μονάδες 4
Α4.Να χαρακτηρίσετε τις προτάσεις που ακολουθούν, γράφοντας στο τετράδιό σας την ένδειξη Σωστό ή

Λάθος δίπλα στο γράμμα που αντιστοιχεί σε κάθε πρόταση.
α) Αν f, g, h είναι τρεις συναρτήσεις και ορίζεται η  h g f  τότε ορίζεται και η  h g f  και ισχύει

   h g f h g f    .

β) Αν είναι  
0x x

lim f x


  , τότε  
0x x

lim f x


  .

γ) Αν η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  και δεν είναι αντιστρέψιμη, τότε υπάρχει κλειστό
διάστημα  α,β , στο οποίο η f ικανοποιεί τις προϋποθέσεις του θεωρήματος Rolle.

δ) Αν μια συνάρτηση f είναι κυρτή σε ένα διάστημα Δ, τότε η εφαπτομένη της γραφικής παράστασης της
f σε κάθε σημείο του Δ βρίσκεται «πάνω» από τη γραφική της παράσταση.

ε) Για κάθε συνάρτηση f, συνεχή στο  ,  , ισχύει: αν  f x dx 0



 , τότε  f x 0 στο  ,  .

μονάδες 5x2

Θέμα Β
Έστω δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f :   .Στο διπλανό σχήμα
δίνεται η γραφική παράσταση της παραγώγου της f στο διάστημα  1,5 .
Β1. α) Να προσδιορίσετε τα διαστήματα στα οποία η f είναι γνησίως αύξουσα,

γνησίως φθίνουσα και να βρείτε τις θέσεις τοπικών ακροτάτων της.
( στο  1,5 ) .

μονάδες 6
β) Να προσδιορίσετε τα διαστήματα στα οποία η f είναι κυρτή,

κοίλη και τις θέσεις των σημείων καμπής της.
( στο  1,5 ) .

μονάδες 6
Β2. Έστω ότι η f, είναι πολυώνυμο τετάρτου βαθμού.

α) Να βρείτε την f  και να σχεδιάσετε την υπόλοιπη γραφική της
παράσταση.

μονάδες 5
β) Να βρείτε την f, αν επιπλέον γνωρίζετε ότι  f 0 1 .

μονάδες 4
γ) Να κάνετε μια πρόχειρη γραφική παράσταση της f.

μονάδες 4

Θέμα Γ
Δίνεται παραγωγίσιμη συνάρτηση f :   με συνεχή πρώτη παράγωγο, για την οποία ισχύει ότι:
    22 2xf x e 0   για κάθε x ,    f 0 1 f 1   και  f 0 0

Γ1. Να δείξετε ότι   2xf x e , x   .
μονάδες 4
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Γ2. Να αποδείξετε ότι    
α 1 α 2

α α 1
f x dx f x dx, α

 


    .

μονάδες 4
Γ3. Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την γραφική παράσταση της f, τους

άξονες x΄x, y΄y και την ευθεία x 1 .
μονάδες 5

Γ4. Να αποδείξετε ότι η f αντιστρέφεται και στη συνέχεια να υπολογίσετε το  
1 1

0
f x dx .

μονάδες 4
Γ5. Να αποδείξετε ότι η εξίσωση  f x 2018 έχει ακριβώς μία ρίζα.

μονάδες 4
Γ6. Να αποδείξετε ότι υπάρχει  ξ 0,1 τέτοιο, ώστε        συν ξ 1 f ξ ημ ξ 1 f ξ 1 2ξ       .

μονάδες 4

Θέμα Δ
Δίνεται συνάρτηση  f : 0,  δύο φορές παραγωγίσιμη για την οποία ισχύουν:

● Η f  είναι κυρτή στο  0,

●  f 1 1

●
   

h 0

f 1 5h f 1 h
lim 0

h

   


Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση    f x 1
g x , x 1

x 1


 


.

Δ1. Να μελετήσετε την f ως προς την κυρτότητα.
μονάδες 6

Δ2. Να μελετήσετε την g ως προς τη μονοτονία.
μονάδες 6

Δ3. Αν G αρχική της g στο  1, τότε:

α) Να λύσετε την ανίσωση        2 2 4 4G 8x 6 G 8x 5 G 2x 6 G 2x 5       .
μονάδες 7

β) Να δείξετε ότι η εξίσωση           α 1 G x G α f α 1 x α , α 1      έχει ακριβώς μια ρίζα στο

 1, .
μονάδες 6

Στέλιος Μιχαήλογλου
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Λύσεις

Θέμα Α

Α1. Η συνάρτηση    
x

α
F x f t dt  είναι μια παράγουσα της  f  στο  α,β . Επειδή και η G είναι μια

παράγουσα της  f  στο  α,β , θα υπάρχει c τέτοιο, ώστε    G x F x c  . (1)

Από την (1), για x   , έχουμε      G F c f t dt c c



       , οπότε  c G  .

Επομένως,      G x F x G   οπότε, για x  , έχουμε

         G F G f t dt G



        και άρα      

β

α
f t dt G β G α  .

Α2. Μια συνάρτηση f :A λέγεται συνάρτηση 1 1 , όταν για οποιαδήποτε 1 2x ,x A ισχύει η
συνεπαγωγή:   αν 1 2x x ,  τότε    1 2f x f x .

Α3. Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα κλειστό διάστημα  ,  του πεδίου ορισμού της, όταν είναι

παραγωγίσιμη στο  ,  και επιπλέον ισχύει    
x

f x f
lim

x

 



 και

   
x

f x f
lim

x

 



 .

Α4. α) Σ β) Σ γ) Σ δ) Λ ε) Λ

Θέμα Β
Β1. α) Στα διαστήματα  1,0 και  1,4 είναι  f x 0  και

επειδή η f είναι συνεχής, είναι γνησίως φθίνουσα σε καθένα
από τα διαστήματα  1,0 και  1,4 .

Στα διαστήματα  0,1 και  4,5 είναι  f x 0  και επειδή η f
είναι συνεχής, είναι γνησίως αύξουσα σε καθένα από
τα διαστήματα  0,1 και  4,5 .
Η f έχει τοπικό ελάχιστο στα 0x 0 , 1x 4 και τοπικό μέγιστο στο 2x 1 .

β) Στα διαστήματα 11,
2

   
και  3,5 η f  είναι γνησίως

αύξουσα, άρα η f είναι κυρτή σε καθένα από τα διαστήματα αυτά.

Στο διάστημα 1 ,3
2
 
  

η f  είναι γνησίως φθίνουσα, άρα η f

είναι κοίλη στο διάστημα αυτό. Η f έχει σημεία καμπής τα 1 1,f
2 2
    

  
και   3,f 3 .

Β2. α) Αν η f είναι πολυώνυμο τετάρτου βαθμού, τότε η f  είναι τρίτου βαθμού.
Έστω   3 2f x x x x , 0          .

Από το σχήμα παρατηρούμε ότι  f 0 0 0     ,

 f 1 0 0       (1),  f 3 6 27 9 3 6 9 3 2                   (2) και

 f 4 0 64 16 4 0 16 4 0                (3).

Από το σύστημα των (1), (2), (3) προκύπτει ότι 1, 5     και 4  , άρα   3 2f x x 5x 4x    .

x -1         0             1             4            5
+ +

f 2 1 2 1T.E.
T.M.

T.E.

x -1 1/2 3 5
1 2 1

f 3 4 3Σ.Κ. Σ.Κ.
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β) Επειδή η f  είναι πολυώνυμο 3ου βαθμού, δεν έχει ασύμπτωτες.

  3

x x
lim f x lim x
 
    και   3

x x
lim f x lim x
 
   

γ)    
4

3 2 3 2x 5f x x 5x 4x f x x 2x
4 3

 
         

 

 
4

3 2x 5f x x 2x c, c
4 3

     .

 f 0 1 c 1   άρα  
4

3 2x 5f x x 2x 1, x
4 3

    

iΕίναι   59f 1
12

  , 1 241f
2 192
   
 

,   19f 1
12
 ,   23f 3

4
  ,   27f 4

3
  και

  13f 5
12

 

Συγκεντρωτικά οι μεταβολές της f στο διάστημα  1,5 φαίνονται στον παρακάτω πίνακα.

Επειδή    
x x
lim f x lim f x
 

   και η f ως πολυωνυμική 4ου βαθμού δεν έχει ασύμπτωτες, η γραφική της

παράσταση έχει την παρακάτω μορφή.

x -1         0         1/2            1             3                4               5
1 1 + 2 + 2 1 1 +

f

Τ.Ε. Τ.Ε.

Τ.Μ
.

Σ.Κ. Σ.Κ.
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Θέμα Γ
Γ1.          2 2 22 22x xf x e 0 f x e     (1).

Επειδή
2xe 0 για κάθε x , είναι      2f x 0 f x 0    . Επειδή επιπλέον η f  είναι συνεχής,

διατηρεί σταθερό πρόσημο. Επειδή  f 0 1 0   είναι  f x 0  για κάθε x και η (1) γίνεται:

  2xf x e , x   .

Γ2. Είναι   2xf x e 0 f    1 .

Είναι      
f

α x α 1 f α f x f α 1      
1

και επειδή υπάρχουν τιμές του x για τις οποίες δεν ισχύει η
ισότητα, έχουμε:

             
α 1 α 1 α 1 α 1α 1 α 1

α αα α α α
f α dx f x dx f α 1 dx f α x f x dx f α 1 x

              
     

α 1

α
f α f x dx f α 1


   (2)

Είναι      
f

α 1 x α 2 f α 1 f x f α 2        
1

και επειδή υπάρχουν τιμές του x για τις οποίες δεν
ισχύει η ισότητα, έχουμε:

             
α 2 α 2 α 2 α 2α 2 α 2

α 1 α 1α 1 α 1 α 1 α 1
f α 1 dx f x dx f α 2 dx f α 1 x f x dx f α 2 x

    

    
            

     
α 2

α 1
f α 1 f x dx f α 2




    (3)

Από τις (2), (3) προκύπτει ότι    
α 1 α 2

α α 1
f x dx f x dx

 


 

Γ3. Για κάθε        
f

0 x 1 f 0 f x f 1 0 f x 1       
1

. Το ζητούμενο εμβαδόν είναι το

           2 21 1 1 1 11 x x
00 0 0 0 0

1E f x dx f x x dx xf x xf x dx f 1 xe dx 1 2xe dx
2

               
Θέτουμε 2x u , τότε 2xdx du . Για x 0 είναι u 0 και για x 1 είναι u 1 . Τότε:

1 1u u

00

1 1 e 1 3 eE 1 e du 1 e 1
2 2 2 2

         

Γ4. Επειδή η f είναι γνησίως αύξουσα είναι 1-1 και αντιστρέφεται.

Θέτουμε    1f x y x f y    και  dx f y dy . Για x 0 είναι    
1 1

f y 0 f 0 y 0


    και για

x 1 είναι    
1 1

f y 1 f 1 y 1


    . Τότε:

    2 2
1

1 1 11 y y

0 0 0
0

1 e 1f x dx yf y dy ye dy e
2 2

         

Γ5. Είναι   2xf x 2xe  .

Για κάθε x 0 είναι  f x 0  άρα η f είναι κυρτή στο  0, και για κάθε x 0 είναι  f x 0   f

κοίλη στο  ,0 .

Η εφαπτομένη της fC στο 0x 0 έχει εξίσωση    y f 0 f 0 x y x   

Επειδή η f είναι κυρτή στο  0, βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της στο διάστημα αυτό, εκτός

του σημείου επαφής, άρα  f x x . Επειδή
x
lim x


  είναι και  
x
lim f x


  .

Επειδή η f είναι κοίλη στο  ,0 βρίσκεται κάτω από κάθε εφαπτομένη της στο διάστημα αυτό, εκτός

του σημείου επαφής, άρα  f x x . Επειδή
x
lim x


  είναι και  
x
lim f x


  .
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Επειδή η f είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα στο  έχει σύνολο τιμών το  f   .

Επειδή  2018 f  υπάρχει μοναδικό 1x  τέτοιο, ώστε  1f x 2018 .

Γ6.                 συν x 1 f x ημ x 1 f x 1 2x ημ x 1 f x ημ x 1 f x 2x 1 0                 .

Θεωρούμε τη συνάρτηση        2h x ημ x 1 f x x x, x 0,1     .

Η h είναι συνεχής στο  0,1 ως πράξεις συνεχών συναρτήσεων και παραγωγίσιμη στο  0,1 με

         h x συν x 1 f x ημ x 1 f x 2x 1         .

Είναι       2h 0 ημ 1 f 0 0 0 0     ,       2h 1 ημ 0 f 1 1 1 0    , δηλαδή    h 0 h 1 , άρα σύμφωνα

με το θεώρημα Rolle, υπάρχει  ξ 0,1 τέτοιο, ώστε  h ξ 0  

       συν ξ 1 f ξ ημ ξ 1 f ξ 1 2ξ      

Θέμα Δ

Δ1. Επειδή η f  είναι κυρτή στο  0, , η f  είναι γνησίως αύξουσα στο διάστημα αυτό.

           
h 0 h 0

f 1 5h f 1 h f 1 5h f 1 f 1 h f 1
lim 0 lim 0

h h 

            
   

       
h 0

f 1 5h f 1 f 1 h f 1
lim 0

h h

        
  

 
(1)

Είναι
             

ukh u h
k

h 0 h 0 u 0 u 0
u 0

f 1 kh f 1 f 1 u f 1 f 1 u f 1
lim lim lim k kf 1uh u

k

  

    


          
   , άρα η (1)

γίνεται:        5f 1 f 1 0 6f 1 0 f 1 0         .

Για κάθε      
f

0 x 1 f x f 1 0 f 0,1


      
1

4 και για κάθε      
f

x 1 f x f 1 0 f 1,


      
1

3 .

Δ2. Η g είναι παραγωγίσιμη στο  1, με       
 2

f x x 1 f x 1
g x

x 1

   
 


.

Θεωρούμε τη συνάρτηση       h x f x x 1 f x 1, x 1     .

Η h είναι παραγωγίσιμη στο  1, με            h x f x x 1 f x f x f x x 1          .

Για κάθε x 1 είναι    h x 0 h 1,   1 , οπότε    h x h 1 0  άρα  g x 0  , οπότε η g είναι

γνησίως αύξουσα στο  1, .

Δ3. α) Θεωρούμε τη συνάρτηση      t x G x 1 G x   , x 1 .

Η t είναι παραγωγίσιμη στο  1, με          t x G x 1 G x g x 1 g x        .

Είναι x 1 x  και g γνησίως αύξουσα στο  1, , άρα        g x 1 g x g x 1 g x 0      

   t x 0 t 1,   1 .
Επειδή για κάθε x είναι 28x 6 1  και

42x 5 1  , είναι
       2 2 4 4G 8x 6 G 8x 5 G 2x 6 G 2x 5       

   
t

2 4t 8x 5 t 2x 5   
1

2 4 2 48x 5 2x 5 8x 2x 0      

x  -2             0                2 
22x + + + +

2 x + + + 
2 x  + + +

Γινόμενο  + + 
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        2 2 22x 4 x 0 2x 2 x 2 x 0 x 2,0 0,2         

2ος τρόπος
Θεωρούμε τη συνάρτηση      2 2t x G 8x 6 G 8x 5    , x .

Είναι           2 2 2 2t x 16x g 8x 6 16x g 8x 5 16x g 8x 6 g 8x 5          

Επειδή 2 28x 6 8x 5 1    και g γνησίως αύξουσα στο  1, , είναι    2 2g 8x 6 g 8x 5   .

Για κάθε x 0 είναι    t x 0 t 0,   1 και για κάθε x 0 είναι    t x 0 t ,0   2 .
Για κάθε x 0 είναι

         
2 2

2 2 4 4 x xG 8x 6 G 8x 5 G 2x 6 G 2x 5 t x t x
2 2
 

            
 

 22x x 0 x 2 x 0 0 x 2       
Για κάθε x 0 είναι

         
2 2

2 2 4 4 x xG 8x 6 G 8x 5 G 2x 6 G 2x 5 t x t x
2 2

 
              

 

 22x x 0 x 2 x 0 2 x 0       

Δ3. β) 1ος τρόπος
Η εφαπτομένη της GC στο 0x   είναι η ε:          y G G x y g x G           .

Επειδή η G είναι κυρτή βρίσκεται πάνω από κάθε εφαπτομένη της, άρα       G x g x G     

       f α 1
G x G α x α

α 1


   


          α 1 G x G α f α 1 x α     με το ίσον να ισχύει μόνο για

x   . Άρα η εξίσωση αληθεύει μόνο για x   .

2ος τρόπος
Έστω             x 1 G x G f 1 x , x 1           . Είναι   0   .

                     f x 1 f x 1 f 1
x 1 f 1 1 1 g x g

x 1 x 1 1
     

                    
.

Για κάθε        
g

x g x g 0 x 0 ,         
1

1 . Για κάθε    x x 0


     
1

.

Για κάθε        
g

1 x g x g 0 x 0 1,         
1

2 . Για κάθε    1 x x 0


      
2

.

Άρα η x   είναι η μοναδική ρίζα της εξίσωσης  x 0  .


